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Développement :
GALOIS inverse

ALGEBRE & GEOMETRIE

Référence : [TAU] TAUVEL P., Corps commutatifs et théorie de GALOIS - Cours et exercices, Calvage et Mounet, 2008,
pl87.

Pour les lecons :
- 104 : Groupes finis. Exemples et applications.
- 108 : Exemples de parties génératrices d’'un groupe. Applications.
- 105 : Groupe des permutations d’un ensemble fini. Applications.
- 125 : Extensions de corps. Exemples et applications.
- 141 : Polynomes irréductibles a une indéterminée. Corps de rupture. Exemples et applications.
- 144 : Racines d’un polynoéme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

Soit p > 5 un nombre premier. Alors, il existe P € Q[X] irréductible dans Q[X] tel que P a exactement p — 2
racines réelles.

PREUVE : Soit m € N* pair. On pose :
p—2
QX) = (X*+m) [ [ (x —2i),
i=1
P(X)=Q(X)-2.

ETAPE 1 : Montrons que P est irréductible dans Q[X].

En considérant P, la réduction modulo P dans F2[X], on a P = Q = X” (car m est pair).

De plus, le coefficient constant de P est —2, et P est unitaire.

Donc P vérifie les hypotheses du critere d’ESEINSTEIN pour l’entier premier 2. Par conséquent :

‘ P est irréductible dans Q[X]. ‘

ETAPE 2 : Soit k € N* impair. Montrons que |Q(k)| > 2.

Comme m >2et k> 1, k> +m > 2. De plus, pour ¢ € [1;p — 2], k et 2i ne sont pas de méme parité, donc k — 2 # 0
p—2

[] k- 2i)

i=1

(et ce sont des entiers). Donc > 1. Ainsi :

Q(K)| > 2.

ETAPE 3 : Soit r € [0;p — 2]. Etudions le signe de Q(2r + 1). Déja, d’apres ETAPE 2, on a Q(2r + 1) # 0.
De plus, le signe de Q(2r 4+ 1) est celui de (—1)*, ous=|{i € [1;p—2] | 2r + 1 < 2i}|.
Or, pour i € [1;p — 1] :
2r+1<2i <— 2r+1<2t—-1
— r+1<i.

Doncs=p—2—(r+1)4+1=p—2—r. On en déduit que s et r + 1 ont la méme parité.
Ainsi :

< 0 sir est pair
>0 sir estimpair °

Q2r + 1){

ETAPE 4 : Montrons que P posseéde au moins p — 2 racines réelles (distinctes).

< 0 sirest pair

>0 sir estimpair °

Comme P : x — P(z) est une fonction polynomiale donc continue, d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, P a
une racine dans |2r + 1, 2r + 3[, pour tout r € [0;p — 3].

Soit 7 € [0;p — 3]. D’apres 'ETAPE 2 et 'ETAPE 3, P(2r + 1) {

‘ Ainsi, P a au moins p — 2 racines réelles distinctes.
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ETAPE 5 : Montrons que, pour m assez grand, P posséde deux racines non réelles.
Soient au,...,ap (resp. Bi,...,Bp) les racines de P (resp. de Q) dans C. Les relations coefficients-racines fournissent :

P P p—2
Sy =38=25,
i=1 i=1 j=1

et :

Z OLiOz]': Z ﬁzﬁjzm+4 Z ’L]

1<i<gsp 1<i<jsp 1i<ysp—2

Donc :

P P 2
Yot = (Y] -2 ¥ am
1=1 i=1

1<i<jsp
p—2 \ 2
= 4(2;’) —2m—8 > ij
j=1

1<i<j<p—2
p—2
= 4y j*-2m.
j=1

P
2 . . . ) e . .
Pour m assez grand, on a en outre E a;j < 0, ce qui n’est pas possible si les a; sont tous réels. Ainsi, il existe i € [1;p]
i=1

tel que a; € C\R.

‘ En outre, P a deux racines non réelles.

Comme P € Q[X] C R[X], &; € C est aussi une racine complexe de P non réelle, différente de .
Cela prouve le lemme. O

Théoréme 2. ]

Soit p > 5 un nombre premier. Alors, il existe P € Q[X] dont le corps de décomposition admet &, comme groupe
de GALOIS.

PREUVE : Soit P € Q[X] le polynéme donné par le lemme précédent.
Tout automorphisme de GALOIS permute les p racines de P, donc Gal(D/Q) est isomorphe & un sous-groupe G de &,,.
Soit o une racine complexe de P. En notant D le corps de décomposition de P sur Q, on a :

|Gal(D/Q)| = [P : Q] = [P : Q()][Q(a) : Q.

Comme P est irréductible dans Q[X] et annule «, P est le polynéme minimal de o sur Q[X].
Donc [Q(«) : Q] = deg(P) = p, ce qui prouve que p||Gal(D/Q)|.

Remarque 3. ]

J

Un autre argument est possible, en passant par les actions de groupes (donc & utiliser si le développement est
dans une legon sur les groupes par exemple) :

Gal(D/Q) agit transitivement sur les racines de P. Donc p (qui est le cardinal de 1'unique orbite pour cette
action) divise |Gal(D/Q)|.

D’apres le théoreme de CAUCHY, il existe o € G d’ordre p.

Ensuite, la restriction de la conjugaison complexe & D est un automorphisme qui permute les deux racines complexes
de P et fixe les autres. G contient donc une transposition (c’est 'image de la conjugaison complexe par l'isomorphisme
entre Gal(D/Q) et G).

Ainsi, Gal(D/Q) C &, contient une transposition et un p-cycle, qui engendrent &,. Donc :

\Gal(p/@) ~ G, \
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